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Viajes razonablemente
suaves
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We want to measure the smoothness of a straight-line
travel with a given length and duration. So we define two
functionals of the acceleration that intend to capture the mag-
nitude of the inertial forces and their rate of change as well.
These functionals are optimised by means of the calculus of
variation techniques.

Introduccion

Queremos realizar un viaje de duracion T entre dos puntos
Ay B que estan en los extremos de un segmento rectilineo
cuya longitud es L. La velocidad en dichos puntos es cero:
partimos del reposo en A y paramos en B. Hay infinidad de
maneras de efectuar el recorrido, puesto que existen infini-
tas funciones velocidad, v(t), que suponemos continuas y
derivables en [0,T], tales que v(0) = v(T) = 0 y que cumplen
la condicién:

- - T
espacio recorrido = fov(t) dt =L

Nos interesa que el viaje sea lo mas suave posible; para lo
cual tenemos que cuantificar de alguna forma el “grado de
suavidad” del mismo.

A)Una primera forma de abordar el problema consiste
en intentar que el efecto acumulativo de la aceleracion
sufrida por el viajero sea el menor posible. A bote pronto
podriamos considerar la aceleracién media; pero esto
no es satisfactorio puesto que puede ser nula a causa
de la compensacion entre los trayectos con aceleracion
positiva y negativa. A un viajero le sienta tan mal una
aceleracion positiva como otra negativa del mismo valor
absoluto. Podemos entonces fijarnos en el valor medio
de su valor absoluto; pero es matematicamente incomodo
trabajar con integrales de valores absolutos. En conse-
cuencia definimos el grado de aceleracion, A, de un viaje
como la raiz cuadrada del valor medio del cuadrado de la
aceleracion a(t):

A= Naw?) = %fora(z)zdt

B) Otra forma de abordar el grado de suavidad seria tenien-
do en cuenta los cambios temporales de la aceleracion;
que suelen ser mas molestos que la propia aceleracion
(siempre que ésta no sea excesiva). El efecto acumula-
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tivo de tales cambios los mediremos mediante la raiz
cuadrada del valor medio del cuadrado de la derivada de
la aceleracién respecto al tiempo. Si denominamos grado
de brusquedad, B, a dicho valor, entonces

B = Jlaw?) = /%f(f&(r)zdl - /%f;v(z)zdr

A) Célculo del viaje con menor grado de aceleracion

Al. Planteamiento del problema
Tenemos que minimizar un cierto funcional P:
o2
Plvl= [ v’ dt

0
sujeto a la condicién de que otro funcional, E, (el espacio
recorrido):

E[v] = f{z(z)dz

se mantiene constante e igual a L. En otras ocasiones [1],
[2], hemos minimizado funcionales en los que no habia nin-
guna restriccion. Ahora tenemos un problema del calculo de
variaciones de los llamados isoperimétricos [3], [4], que se
resuelven optimizando el funcional M = P + AE, en donde
A es un multiplicador de Lagrange. Es decir:

Ml = [ "G+ Av0)d Q)

Este procedimiento es la extension al célculo de variaciones
del método de los multiplicadores de Lagrange, utilizado
para hallar los extremos condicionados de una funcion de
una o mas variables [5].

A2. Optimizacion
Recordemos que la ecuacion de Euler-Lagrange correspon-
diente a un funcional del tipo

Mv] = foTF(V(l‘), b (1), 1) dt

es
i(i) _F _
dt \ ov v
que, aplicada a (1) proporciona la ecuacién diferencial
#» =— (1/2) A. Integrando dos veces obtenemos

v(t) =— (1/4)A & + kt + k.

Las dos constantes de intregracion se hallan imponiendo las
condiciones en los extremos v(0) =0y v(T) = 0. El resultado
es k, = 0, k = (1/4)AT. Por Gltimo, el multiplicador de
Lagrange, A, se halla imponiendo que

fOTvdzzL

y despejando A: A = 24 L/T°. Con lo cual llegamos a la
ecuacion que proporciona la velocidad:

v(r) = %Z(T — 1)
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La aceleracion y el espacio recorrido (que coincide en nues-
tro caso con el valor de x) vienen dados por

a(t) = SL(1 — 21), x(t) = L. (37 = 22)
T T

3

El valor maximo de la velocidad, que es 3L/2T se, alcanza a
mitad de camino (en el espacio y en el tiempo). La acelera-
cién méxima se alcanza en la salida y vale 6L/T 2. La dece-
leracion maxima se alcanza a la llegada y tiene el mismo
valor absoluto. A mitad de camino la aceleracion es nula. El
valor medio de la aceleracion también es nulo; pero el valor
medio de su valor absoluto es 3L/T 2. El grado de acelera-
cion del viaje es A = /12 L/T*. Asi que en un viaje de 100
km. y una hora de duracién, la velocidad méaxima es de 150
km/h. Asi mismo, la aceleracién maxima es muy pequefia:
0.046 m/s: algo menos del 0.5% de la aceleracién de la
gravedad. Para hacernos una idea de lo extremadamente
suaves que son el arranque y la llegada (Ios momentos mas
bruscos del viaje) basta con tener en cuenta que al cabo de
un minuto de empezarlo (o un minuto antes de finalizarlo)
la velocidad es de j9.83 Km/h!

A3. Griéficas

Con el fin de adimensionalizar y representar las expresiones
anteriores, medimos el tiempo en unidades de T, el espacio
en unidades de L, la velocidad en unidades de la velocidad
maximav,,. = 3L/2Ty la aceleracion en unidades de la ace-
leracion maxima a, . = 6L/T2. Si denotamos por 7 = ¢/T al
tiempo adimensional, tenemos que

@D _ 4G -2 (2a)

vmax

a(?) -

o= 1 -2 (2b)
@ =377 - 27 (20)

En la figura (1) presentamos las graficas de estas funcio-
nes. Obsérvese la simetria de la velocidad y la antisimetria
de la aceleracion respecto al instante mitad del tiempo de
recorrido.

Figura 1. Funciones velocidad, aceleracion y espacio recorrido
correspondientes al viaje con menor grado de aceleracion: ecua-
ciones (2a), (2b) y (2c). En abcisas, el tiempo esta medido en
unidades de la duracion, T, del viaje.
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B) Calculo del viaje con menor grado de brusquedad

B1. Planteamiento del problema

La Unica diferencia con respecto al funcional (1) es que en
lugar de la derivada primera, aparece la derivada segunda de
la velocidad respecto al tiempo:

vl = [ "0+ v0)a @)

B2. Optimizacion

Para resolver esta variante del problema tendremos que
utilizar la ecuacion de Euler-Lagrange correspondiente a un
funcional en el que intervienen derivadas de orden superior
al primero. Esta generalizacion inmediata del problema
basico del calculo de variaciones puede encontrarse en las
referencias indicadas. Si el funcional es (con nuestra nota-
cion)

Mlv] = /0 "L v (), v(0), 5(2)) de

entonces la funcion, v, que optimiza M[v] satisface la ecua-
cién diferencial:

d_z(%) _ i(i) L _ o

dir \ oy dt \ov v
que, aplicada a (3), da lugar a la ecuacién diferencial de
cuarto orden v'* =— (1/2)A. Integrando cuatro veces se
obtiene

v(t) =— (1/48) At + (1I6)kt® + (1/2) kpt” + kit + K,

Ademas de imponer que las velocidades inicial y final son
nulas (v(0) = 0 y v(T) = 0), hay que precisar el valor que
queremos que tenga la aceleracion en dichos instantes.
Hemos supuesto, para concretar, que las aceleraciones ini-
cial y final son también nulas. Siguiendo los mismos pasos
que en el apartado A2, llegamos a la ecuacién que nos pro-
porciona la velocidad:
30L 2 2

v(n) = ! (t-T)
mediante derivacion e integracion de la expresion anterior
obtenemos la aceleracion y el espacio recorrido (que coin-
cide en nuestro caso con la coordenada x):

a(t) = %t(%z — 3Tt + T%),

x(1) = %ﬁ(&z — 15Tt + 107%)

La aceleracién maxima se alcanza al cabo de un tiempo igual
a(1/2 — (1/6)/3)T,yvale (10/ /3)LIT* ~ 5.77LIT*; que
es algo menor que la alcanzada en el caso anterior (6L/T?).
La aceleracion minima es negativa, tiene el mismo valor
absoluto que su valor maximo y se alcanza en el tiempo
(1/2 + (1/6) /3)T. La velocidad maxima se alcanza a
mitad de recorrido, en el espacio y en el tiempo, y vale
15L/8T = 1.875 L/T, que es algo mayor que la alcanzada en
el caso anterior (1.5L/T).
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Para comprobar la consistencia de los calculos hemos halla-
do el grado de aceleracién, A, de nuestro viaje menos brusco
y lo hemos comparado con el del viaje con menor grado de
aceleracion del apartado anterior:

Viaje con menor grado de brusquedad:
a=Buyr? ~ 4147
Viaje con menos grado de aceleracién:
A=/12LIT* =~ 3.46L/T?

B3. Graficas

Efectuamos el mismo proceso de adimensionalizacion que
en el apartado A3. Las expresiones correspondientes a las
ecuaciones (2a), (2b) y (2c) son

fj(f) = 1622 (i — 1)’ (3a)
a(l) 23 22 ) 2

2L - 6/3 (21 — 31> + 1) (3b)
@ = 6i° — 151" + 108 (3¢)

En la figura (2) presentamos las gréaficas de estas funciones.
Nuevamente, la velocidad es simétrica y la aceleracién anti-
simétrica con respecto al tiempo mitad del recorrido.

Figura 2. Funciones velocidad, aceleracion y espacio recorrido
correspondientes al viaje con menor grado de aceleracion: ecua-
ciones (3a), (3b) y (3c). En abcisas, el tiempo esta medido en
unidades de la duracién, T, del viaje.

Observaciones

a) Una variante més realista del problema abordado seria
considerar trayectorias curvas en dos o tres dimensiones.
Por ejemplo: tenemos un circuito plano de “férmula uno”
de longitud L, con ecuaciones paramétricas conocidas:
X = X(s), Y = y(s), siendo s el pardametro arco sobre la tra-
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b)

yectoria. Supongamos que se recorre en un cierto tiempo T.
Se trata de averiguar nuevamente la velocidad en cada
punto del circuito, v(s), de forma que el grado de brus-
quedad (o el de aceleracion) que hemos manejado, y que
“sufre el piloto”, sea el menor posible. El planteamiento
fisico seria esencialmente el mismo; aunque el desarrollo
matematico se complicaria al tener que introducir las
componentes cartesianas, polares o intrinsecas (segun
conviniera) de la aceleracion.

Otro ejercicio, aunque completamente académico, seria
rehacer los célculos utilizando cinematica relativista. Si
denotamos por T el tiempo propio del viajero y por 7,
el tiempo propio que corresponde al tiempo T del sistema
inercial, entonces se puede probar que el funcional aso-
ciado a un grado de aceleracion propia [6] minimo es,

Alv] = fom(y(r)%(r)Z + Ay (T)v(D))dr
en donde
v(T) = 1//1 = v(7)?/c?

es el factor relativista de dilatacion temporal expresado
en funcion del tiempo propio. Si el lector quiere seguir
por este camino, comprobara que el cambio de variable
v(T) = ¢ sen @ (T) facilita la resolucion del problemay
permite expresar ¢(t) por medio de integrales elipticas.
En conclusion, el célculo de variaciones, ademas de ser
un método matematico enormemente versatil y potente,
es una especie de pozo sin fondo en el que se puede estar
descendiendo indefinidamente de una variacion a otra.
Esto tiene el riesgo de que (y disculpen el mal “chiste”)
puede uno acabar... “desvariando”.
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